2.1 Funktsiooni tuletise moiste. Tuletise
geomeetriline ja mehaaniline télgendus

Olgu antud funktsioon y = f(x). Fikseerime selle funktsiooni mééramispiirkonnas
ithe vabalt valitud punkti x. Lahtudes sellest fikseeritud véartusest, suuren-
dame argumenti x muudu Az vorra. Argumendi muudu vorra erinevas punk-
tis on argumendi védrtuseks x + Az. Funktsiooni vadrtus selles punktis on
f(z 4+ Ax). Funktsiooni vaartus muutub Ay = f(x + Az) — f(z) vorra. Suu-
rust Ay nimetatakse argumendi muudule Az vastavaks funktsiooni muuduks.
Definitsioon 1 Funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhte piirviartust
argumendi muudu ldhenemisel nullile nimetatakse funktsiooni tuletiseks ko-
hal = ja téhistatakse f'(z).
Seega definitsiooni kohaselt

f(x) = lim ——. (2.1)

Funktsiooni tuletist f'(x) tdhitatakse veel 3. Need on nn Newtoni tdhistused.

df

d
Peale selle on kasutusel Leibnizi tihistused -2 ja —.

Definitsioon 2 Funktsiooni, millel on olerr?as tulgtis kohal z, nimetatakse
diferentseeruvaks kohal x.

Tuletise geomeetriliseks tolgenduseks vaatleme mingisugust funktsiooni
y = f(x) graafikut.

Joonis 2.1: tuletise geomeetriline tolgendus

Argumendi vairtusele x vastab graafiku punkt P ja véirtusele x + Ax
punkt (). Tombame labi punktide P ja () graafiku loikaja. Loikaja tousunurga



tdhistame @-ga. Téisnurkses kolmnurgas PR nurk tipu P juures on sel
juhul samuti . Selle nurga vastaskaateti R(Q) pikkus on Ay ja ldhiskaateti
PR pikkus Az. Seega

taneo — 2V

anp =
st funktsiooni muudu ja argumendi muudu suhe tdhendab loikaja P@Q) tousu.
Kui niiid Az — 0, siis ¢ + Ax — x, seega graafikul ) — P ja loikaja
P@ hakkab ldhenema funktsiooni graafikule punktis P tommatud puutujale.
Puutuja tousunurk ¢ — « ja funktsiooni tuletis

f(z) = Alygo 2—1 = iiiritangp = tan «
tdhendab geomeetriliselt funktsiooni graafikule punktis abstsissiga x tomma-
tud puutuja tousunurga tangensit ehk puutuja tousu.
Kui vaatleme muutujat = ajana, siis kirjeldab funktsioon y = f(x) min-
gisugust ajas kulgevat protsessi, néiteks sirgjoonelist liikumist. Ajahetkel x
on liikuv objekt punktis f(x) ja ajahetkel x + Az punktis f(z 4+ Az). Seega

ajavahemiku Az jooksul on objekt liikunud Ay vorra. Suhe A—y tdhendab

objekti keskmist liikumiskiirust ajavahemiku Az jooksul. Mida fféiiksem on
ajavahemik Ax, seda tdpsemalt iseloomustab see keskmine kiirus objekti lii-
kumiskiirust ajahetkel z. Seega piirvadartus Az lihenemisel 0-le, st funkt-
siooni tuletis kohal x kujutab endast objekti liikumiskiirust ajahetkel x. See
arutlus on iile kantav mistahes protsessile. Kui see protsess on kirjeldatav
funktsiooniga y = f(z), siis f'(x) tdhendab selle protsessi muutumiskiirust
hetkel x.

2.2 Pidevus ja diferentseeruvus

Selle alampunkti eesmérgiks on néidata, et funktsiooni diferentseeruvusest
antud punktis jareldub alati pidevus selles punktis ja et vastupidine viide
ei kehti. Toome néite funktsioonist, mis antud punktis on pidev, kuid mitte
diferentseeruv.

Teoreem 2.1. Kui funktsioon y = f(x) on diferentseeruv kohal x, siis on
see ka pidev kohal z.

Téestus. Olgu funktsioon y = f(x) diferentseeruv kohal x, st 3 f'(x) =

AlimO _y Niitame, et kehtib funktsiooni pidevuseks tarvilik ja piisav tingi-
xr— X

mus. Selleks leiame

. ET Ay T Ay . Y _
AR = A0 R A = i Ry iy A = S0 0=0
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mida oligi tarvis toestada.

Jargnev nédide aga tdhendab, et funktsiooni pidevusest diferentseeruvust
ei jireldu. Vaatleme funktsiooni y = |z| punktis = 0. Selles punktis on
funktsiooni muut Ay = |0 + Az| — |0] = |Az|. Seega

lim Ay = lim |Az| =0,

Az—0 Az—0
st pidevuseks tarvilik ja piisav tingimus kohal x = 0 on tdidetud. Leides aga
ithepoolsed piirvdartused

, |Ax|
Aolcli%— N -
ja
N
A0+ Az
i} S . |Ax| o
ndeme, et puudub piirvddrtus lim , st funktsioonil y = |z| puudub

Ax—0 AJI
tuletis kohal x = 0.

2.3 Monede poéhiliste elementaarfunktsioonide tuleti-
sed

Selles alampunktis leiame definitsiooni (2.1) abil elementaarfunktsioonide tu-
letisi. Alustame konstantsest funktsioonint y = c. Siis f(z) = ¢ ja f(x +

Azx) = ¢ ning Ay = ¢ — ¢ = 0. Konstandi tuletis ¢ = lima, .o N 0. Siit
T

saame esimese reegli: konstandi tuletis vordub nulliga:
d=0.

Teiseks vaatleme naturaalarvulise astendajaga astmefunktsiooni y = ™.
Antud juhul f(z) = 2", f(z + Az) = (z + Az)" ja funktsiooni muut
Ay = (z + Az)" — 2"

Newtoni binoomvalemi abil

Ay = 2" +nz" 'Ax + C2a" 2Ax® + .. + Ax" — 2" =
na" 'Ax + C22" AR + .+ Aa”

Siit A
N C22"?Az + ... +Az"t
Az
ja
Ay
n\/ __ 1 — n—1
=R T
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sest koik liidetavad alates teisest sisaldavad Ax positiivse astendajaga astet.
Teine tuletise leidmise reegel on seega:

(z") = na" . (2.2)

Kolmandaks y = y/z. Leiame funktsiooni muudu Ay = vx + Az — /z
ja tuletise definitsiooni kohaselt

(VE) = Tim VetAr—ye . Vet A —yo)(Vet+Avt Vo)
N Axz—0 Ax - Az—0 ALE(\/ T+ Az -+ \/E) B

r r+ Axr —z . 1 1 1 s
im = lim = = -z 2.
Ae—0 Ax(vVr + Az ++/x)  de=0z+Arx+x 2T 2

1
Neljandaks y = —. Leiame funktsiooni muudu,
x

1 1_x—x—A:U Ax

T o+ AT 1 oz +Az)  z(r+ Azx)

Ay

ja tuletise definitsiooni jargi

IR . ~1 1 .
- =lm ——=—— = -2~
x Az—0 x(z + Ax) x?

Viimased kaks néidet viitavad sellele, et astmefunktsiooni tuletise valem (2.2)
kehtib mitte ainult naturaalarvulise astendaja korral vaid ka negatiivsete ja
murruliste astendajate puhul.

Viiendaks y = sinz. Leiame funktsiooni muudu Ay = sin(z + Ax) —
sinx = sinz cos Az + cos x sin Ax — sinz = cos x sin Az — sinz(1 — cos Ax).
Tuletise definitsiooni abil saame piirvadrtuse omadusi kasutades, et

cos z sin Az — sin (1 — cos Ax)

. /
sinz)’ = lim =
( ) Ax—0 Al’
. cosxsin Ax  sinz(1l — cos Azx)
= lim — =
Az—0 A{L‘ ASU
. sinAx . .1 —cosAx
= cosz lim —sinz lim ——— =
Az—0 A[E Axz—0 Ax

. . (1 —cosAz)(1+ cos Ax)
= cosz —sinz lim =

Az—0 Az(1 4+ cos Ax)
. I sin? Ax
I vraa) Az(1+cos Ax)
. . sinAgx sin Az
= cosx —sinz lim

Ar—0 Azx 1 + cos Az

=cosz —sinz -0 = cosz.
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Seega,

(sinz)" = coszx.

Samalaadsete teisenduste abil saab tuletise definitsioonist, et

(cosz) = —sinzx.

Seitsmendaks leiame naturaallogaritmi y = In z tuletise. Fikseerime funkt-
siooni méadramispiirkonnas iithe argumendi véartuse x > 0 ja leiame funkt-

Tt Az =1In (1 + ﬁ) . Tuletise
T

siooni muudu Ay = In(z+Az)—Inz =1In
T

definitsiooni pohjal

1 A Az 27
(Inz) = lim —1n (1 + —$) = lim In (1 + —$> :
Az—0 Az xr Az—0 X

x
Argumendi viartus x > 0 on fikseeritud ja Az — 0, seega A > ja
x

N
(lnz)” = lim In (1—{—7) =
Ar X Az
Y
1 \2z|" 1
= lim In <1+T) —lner = —.
Az X Az x
Jarelikult
1
Inz) = —.
() =

Ulejasinud pohiliste elementaarfunktsioonide tuletised leiame jargmistes
alampunktides.

2.4 Diferentseerimisreeglid

Funktsiooni tuletise leidmist nimetatakse funktsiooni diferentseerimiseks,
diferentseerimisreeglid on tuletise leidmise reeglid.

Olgu meil antud kaks funktsiooni u = wu(z) ja v = v(z), mille kohta
eeldame, et molemad on diferentseeruvad kohal x.

Teoreem 4.1. Funktsioonide summa tuletis on vordne nende funktsioo-
nide tuletiste summaga:

/

[u(z) +v(z)] = v'(z) +'(2).



Téestus. Tahistame summa y(z) = u(z) + v(x). Siis

Ay = u(x+ Az) +v(x + Az) — [u(z) + v(z)] =
u(r + Azx) —u(z) + v(x + Az) —v(x) = Au+ Av

ja piirvaartuse omaduste tottu

Au+ Av Au Av
/ o . ST ey . . =2V / /
y(@) = Alalcrilo Az Ali‘—>0 Az + Alggo Ar O () +v(z).

Teoreem 4.2. Funktsioonide korrutise tuletis on

[u()v(@)] = v'(2)v(z) + ul@)v'(2).
Téestus. Téhistame korrutise y(z) = u(x)v(z). Siis

Ay = u(x+ Az)v(z + Azx) — u(x)v(x) =
= u(z+ Az)v(x + Azx) — u(z)v(z + Az) + u(x)v(z + Az) — u(z)v(x) =
= [u(z + A7) — u(@)o(s + Az) + u(@)o( + Az) — v(z)] =
Au-v(z + Azx) + u(x)Av.

Piirvaartuse omaduste tottu

, . Au-v(r+ Az) + u(x)Av
/o) = fim, SRR

Au Av
= i, i A0) (o) Jom

Eelduse kohaselt on funktsioon v(z) diferentseeruv kohal z. Teoreemi 2.1
pohjal on v(z) ka pidev kohal x. Seega pidevuse kolmandast tingimusest
Alimov(az: + Azx) = v(z). Jarelikult ¥/ (x) = o' (z)v(z) + u(z)v'(z).

Naiide 1. Leiame funktsiooni y = z sinx 4 cos z tuletise

y = (xsinx+cosz) = (zsinz) + (cosz) =

= 2'sinz + x(sinx) —sinz = sinx + zcosz — sinx = z cos z.
Jareldus 4.3. Konstantse teguri saab tuua tuletise mérgi alt vélja:
[c-u(z)] =c-u(x).

Toepoolest teoreemi 4.2 pohjal [c-u(z)] = - u(z) + c-v/'(x) = c-u/(z).



Selle jarelduse abil saame jérjekordse pohilise elementaarfunktsiooni
y = log,z (a > 0, a # 1) tuletise, kasutades selleks logaritmide aluse mut-

. . Inz
mise valemit log, * = —.
Ina

1
1 = —
o= (1

Seega

Jareldus 4.4. Kahe funktsiooni vahe tuletis on vordne nende funktsioo-

nide tuletiste vahega:

[u(z) —v(@)] = /(x)

Pohjenduseks piisab, kui kirjutame koéigepealt teoreemi 4.1 ja seejérel

jarelduse 4.3 pohjal, et [u(z) — v(2)] = [u(z) + (=1D)v(z)] = o' (2)+[(—1)v(z)]

u'(x) — v ().

Saame

"
In x) = 1—(ln x)

(log, x)

I

rlna

1

Teoreem 4.5. Jagatise tuletis on

ke

eeldusel, et v(x) # 0.

Yo(z

— ().

) — u(x)v'(z)

]’: (2

Toestus. Tahistame jagatise

v2(x

Y

Siis u(z) = y(z)v(z) ja korrutise tuletise leidmise reegli pohjal

u'(z) =y (z)v(x) + y(2)v'(z),

millest

y'(z) = v(x)

oy u(@) ()

YT @) — u@)(a)
() v?(x)

mida oligi tarvis toestada.



Teoreemi 4.5 abil leiame funktsiooni y = tan x tuletise

cos? x cos? x

(tanz) = (Sinx)' _ (sinz)'cosa — sinx(cosx)’ cos? x + sin® x 12 |
COS T cos? x

Seega

1

cos?x’

(tanz) =

Sama holpus on teoreemi 4.5 abil ndidata, et

1
2

(cotz) = —

sin” x

2.5 Poordfunktsiooni tuletis

Olgu antud iihene funktsioon y = f(z), millel on olemas iihene p66rdfunktsioon
x = p(y).

Teoreem 5.1. Kui funktsioonil y = f(z) on kohal z tuletis f'(z) # 0,
siis poordfunktsiooni tuletis

1
/

YY) = 75

W=
Toestus. Poordfunktsiooni argumendiks on y, st

Ax 1

/ T = &
Pl =lm Xy = Ay
lim —=
Ay—0 Ax

Eelduse kohaselt on funktsioon y = f(x) diferentseeruv kohal x, jérelikult
teoreemi 2.1 pohjal ka pidev kohal x. Pideva funktsiooni poérdfunktsioon
x = p(y) on samuti pidev vastaval kohal y, st sellest, et Ay — 0 jareldub, et
ka Az — 0. Siit saame, et

mida oli vaja toestada.

Kuigi poordfunktsioon ja podrdvadartus on kaks téiesti erinevat moistet,
on niiiid selgunud, et 1dbi tuletise on nad ometi seotud: pddrdfunktsioons
tuletis on antud funktsiooni tuletise podrdvddrtus.

Loomulikult kehtib ka vastupidine. Antud funktsiooni tuletis on péérdfunktsiooni
tuletise poordvaartus:

Jla) = ——. (2.3)



Sellise kujul hakkame teoreemi 5.1 kasutama. Alustame funktsioonist y =
a®, (a >0, a # 1). Selle poordfunktsioon on x = log, y ja (2.3) jargi

(a®) = Toz.g) 1 =ylna=a"lna.
ylna

Seega

(a®) =a"lna

Arvestades sellega, et Ine = 1, saame
(ex)/ — eac

leiame funktsiooni y = arcsinz tuletise. Selle pocrdfunktsioon on x = siny
ja (2.3) pohjal

(arcsinz)’ = CHENE ! S
(siny)  cosy /1—sinly VI—a?

Seega

1
VA

. T .. ™ .
EtV x € [-1;1] korral arcsinz+arccosx = 5 Siis arccosz = o —arcsinz

(arcsinzx) =

. T
ja arvestades sellega, et 5 on konstant, saame

1
V1— a2

Jargmiseks leiame funktsiooni y = arctan x tuletise. Selle poordfunktsioon
on z = tany ja (2.3) pohjal

(arccosx) = —

1 1 1 1
(arctan )’ = = = — = :
(tany)’ 1 1+tan?y 14 22
cos?y
Seega,
1
tanz) =
(arctan z) T2

s
Kasutades seost arctan x + arccot z = 5 saame

1
1+ 22

(arccot z)' =

Edasi



2.6 Liitfunktsiooni tuletis

Liitfunktsiooni y = f[p(x)] kaheks komponendiks on y = f(u) ja u = ¢(x).

Teoreem 5.2. Kui u = ¢(x) on diferentseeruv kohal z ja y = f(u) dife-
rentseeruv vastaval kohal w, siis liitfunktsioon y = f[p(z)] on diferentseeruv
kohal z ja

{fle@)]} = Fle(@)]e' (@). (2.4)
Téestus. Téhistame liitfunktsiooni F'(z) = f[p(x)]. Siis y = F(x) ja
Ay

Ay Au
/ — 3 [ — 1 - . =
F (x) - Al}nrilo Ax Algilo Au Ax

’ Ay . Au
= lim — - lim —.
Az—0 Au  Az—0 Ax
Funktsioon u = () on diferentseeruv kohal x, jarelikult teoreemi 2.1 pdhjal
ka pidev kohal z. Pidevuseks tarvilik ja piisav tingimus on taidetud, seega
sellest, et Ax — 0 jareldub, et Au — 0 ja
Ay Au
F'(z) = lim —%- lim — = f’ !
(z) = Jim = lim —= = f(u)¢'(z),

mida oligi funktsiooni F'(z) ja muutuja u tdhendust arvestades tarvis toes-
tada.

Vordus (2.4) on liitfunktsiooni diferentseerimise reegel. Leiame selle reegli
abil iildise astmefunktsiooni y = x%, kus = > 0, tuletise. Selleks esitame
funktsiooni

xa — ealna:

ja kirjutame (2.4) pohjal
a\/ alnz)’ alnzx 1 alnz & a ¢ a—1
= = 1 = - —_ = - —_ = .
(z%) = (e*™*) = e*™*(alnz) =e — =% —=aw

Seega igasuguse reaalarvulise astendaja « korral

(@) = aa"!
Arvestades sellega, et
(e7) = (~a) = e,
saame )
(shz) = (—(ex — e_x)) =—(e"4+e ") =chz
ehk




Samal viisil

(chz) =shua.

Jagatise tuletise leidmise reegli abil leiame

shz\’  (shz) chz —shaz(chz) ch’z —sh’x 1
ch’® x ch’ ch®z’

(thz) = (m

Seega

(thz) =

ja
ch? z )

samuti on jagatise tuletise leidmise reegli abil holpus néidata, et

1
thz) = ————.
(cth.z) sh? z

2.7 Logaritmiline diferentseerimine

Logaritmilise diferentseerimise votet tuleb kasutada eelkéige funktsioonide
y = [f(2)]™ korral, st kui funktsioonis on muutuv suurus muutuval astmel.
Astmefunktsiooni puhul peab astendaja olema konstantne, eksponentfunkt-
siooni puhul aga alus konstantne. Seega antud funktsiooni tuletise leidmiseks
ei saa kasutada kumbagi valemit.

Logaritmimine voimaldab teisendada funktsiooni nii, et seda on véimalik
diferentseerida olemasolevaid reegleid kasutades. Nimelt

Iny = In[f()]*“) = g(x) In f (x)

ja [f(2)]?™ on teisenenud korrutiseks, milles teine tegur on liitfunktsioon
In f(x). Seda diferentseeritakse korrutise tuletise leidmise reeglit ja liitfunkt-
siooni tuletise leidmise reeglit rakendades. Muutuja y on = funktsioon, seega
vasak pool Iny on liitfunktsioon ja selle tuletis avaldub standardsel kujul

1
Iny) =~y
( y

Niide 1. Leiame funktsiooni y = (2% + 1)® tuletise. Selleks koigepealt loga-
ritmime
Iny = xln(a® + 1)

ja siis diferentseerime

2z

1 /
—y =1In(2? +1
yy n(z”+ )+xx2—|-1
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ehk

1, 212
) =In(2®+1 .
yy n(z + >+x2—|—1

Korrutades saadud vorduse moélemaid pooli suurusega y, saame

222
/I 2
y —y<ln(f€ +1)+$2+1>

ja parast y asendamist

y = (22 +1)" (1n(:c2 +1) + 20 ) :

x?+1
: . /x —1 .
Niide 2. Leiame funktsiooni y = ———= tuletise.

Selle funktsiooni tuletist on voimalik leida ka logaritmilise diferentseeri-
mise votteta, aga logaritmimine oluliselt hélbustab diferentseerimist. Kasu-
tades logaritmide omadusi, leiame

e — 1

1 2
Iny =In :31nx+§ln(x—1)—gln(x+3)

ja seejérel diferentseerime

1, 1 1
Y x 2

1 2 1
r—1 5 z+3

Korrutades vorduse mélemaid pooli suurusega y, saame

v=y E * 2(551— 1 5(952+3)}

ehk pérast y asendamist

, r—1 {3 1 2
YT Yt ae

2 2@=1) 3z+3)

2.8 Ilmutamata funktsiooni tuletis
Ilmutamata funktsiooni tuletise leidmiseks iiks voimalus on funktsiooni ilmu-

tamine, st funktsiooni teisendamine kujule y = f(x) ja selle diferentseerimine
olemasolevate reeglite abil.

12



Tavaliselt on aga ilmutamata kujul esitatud funktsioonid mitmesed, seega
tuleks péarast ilmutamist diferentseerida iga iihest haru eraldi. Paljudel juhtu-
del aga osutub funktsiooni ilmutamine kiillaltki komplitseerituks voi hoopis
voimatuks.

Vaatleme ilmutamata funktsiooni diferentseerimist néidete varal.

Niide 1. Leiame 3/, kui 22 + y? = r2. Selleks diferentseerime esitatud
vorduse mélemaid pooli muutuja x jirgi, arvestades sellega, et y? on liit-
funktsioon: y on x funktsioon ja ruutfunktsioon on omakorda y funktsioon.
Paremal pool vordusmérki on konstant, seega diferentseerimise tulemuseks
saame

2r +2y -y =0.
Pérast ¢y’ avaldamist
y ==
Y

Kui esmalt funktsioon ilmutada, saame kahese funktsiooni y = ++/7r2 — 22
Diferentseerides esimest ithest haru y = v/r? — 22, saame

y = 1 (—22) = ———2
2v/r? — 12 V2 —z?
Diferentseerides teist iihest haru y = —+v/r? — 22, saame

y/ = ——1 . (—ZI) = L .
212 — 22 —\/r? — a2
Molemal juhul klapib tulemus ilmutamata kujust leitud tuletisega.
Naiide 2. Leiame 3/, kui sin(z + y) + cos(xy) = 0.
Vorduse vasakul pool on kaks liitfunktsiooni. Esimeses on véliseks funkt-
siooniks siinus ja seesmiseks x + y, teises viliseks funktsiooniks koosinus ja

seesmiseks ry. Arvestades sellega, et y on x funktsioon, leiame vorduse mole-
malt poolt tuletise x jargi,

cos(z +y) - (1+y') —sin(zy) - (y + z') = 0.
Pérast sulgude avamist saame
cos(z 4+ y) + v cos(x + y) — ysin(xy) — zy sin(xy) = 0

ehk
y' [cos(z + y) — xsin(xy)] = ysin(xy) — cos(z + y),
millest .
, _ ysin(xy) — cos(z + y)
~ cos(z +y) — xsin(zy)’
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2.9 Parameetrilisel kujul esitatud funktsiooni tuletis

Olgu funktsioon esitatud parameetrilisel kujul

{ z = p(t)
y =Y(t).

Eeldme, et molemad parameetri t funktsioonid on iihesed ja diferentseeruvad,

d
et x tuletis ¢ jargi d—f # 0 ja et funktsioonil x = ¢(t) eksisteerib iihene

poordfunktsioon t = &(x).
Muutuja y on muutja suhtes x liitfunktsioon

y =[2(x)]
ja liitfunktsiooni diferentseerimise reegli kohaselt

dy _

Y ve) - ¥) (25)

Poordfunktsiooni tuletise leidmise reegli jérgi

Kasutades tahistusi ¢/[®(x)] = ¢/(t) = —, saame vordusest (2.5)

dy _ &
de  dz°

Matemaatilises analiiiisis tédhistatakse tuletist parameetri jargi

dr |

— =X

dt ’
mida loetakse ”x-tapp”ja

dy .

at Y,

mida loetakse "y-tdpp”. Kokkuvottes saame parameetrilisel kujul esitatud
funktsiooni tuletise leidmise reegli

dy_ 9 (2.6)

dv &
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Niide 1. Eelmises alampunktis vaadeldud ilmutamata funktsiooni x4 y? =
r? esitus parameetrilisel kujul on

T =1rcost

y = rsint.
Leides molema funktsiooni tuletised parameetri jérgi, saame © = —rsint ja
y = rcost ning parameetrilisel kujul esitatud funktsiooni tuletise leidmise
reegli (2.6) abil saame tulemuse

dy  rcost  cost

dr  rsint  sint’
mis langeb kokku alampunktis 2.8 sama funktsiooni ilmutamata kujust leitud

tuletisega.
Naiide 2. Leiame tsiikloidi

{ r = a(t —sint)

y = a(l — cost)

T
puutuja tousu punktis, milles parameetri vaéartus ¢ = 5

Joone (funktsiooni graafiku) puutuja tous antud punktis on vordne funkt-
siooni tuletise véadrtusega selles punktis. Seega tuleb leida tuletise vaartus
punktis, milles parameeter ¢t = g Selleks leiame & = a(1—cost) jay = asint
ning (2.6) abil

dy  asint sint

dr  a(l — cost) " 1—cost’

T
Tuletise vaartus punktis, kus ¢t = > on

fn T
SlIl2 _

1 —cos?
Jarelikult tsiikloidi puutuja tous punktis, mis vastab parameetri viartusele

t = g, vordub 1-ga.

2.10 Funktsiooni diferentsiaal

Paljudel juhtudel on viikeste argumendi muutude korral piisav, kui eral-
dada funktsiooni muudust vélja selle lineaarne osa. Lineaarse funktsiooni
késitlemine on alati oluliselt lihtsam.

15



Olgu antud funktsioon y = f(x). Selle tuletis kohal x on defineeritud kui

Ay
/ T =29
filz) = lim -
Sellisel juhul muutuv suurus % avaldub kui
Ay
Ay = (@) Fa

kus « on piirprotsessis Az — 0 lopmatult kahanev suurus. Korrutades vii-
mase vorduse molemaid pooli argumendi muuduga Az, saame

Ay = f'(x)Az + aAz (2.7)

Vorduse (2.7) paremal pool on esimene liidetav fikseeritud z vaartuse korral
lineaarne Az suhtes, teine liidetav aga korgemat jarku Iopmatult kahanev
suurus, kui Az, sest

. alAx

A:IEIEO Az

=0

Definitsioon 1. Funktsiooni muudu avaldise (2.7) lineaarset osa f’(x)Ax
ninetatakse funktsiooni diferentsiaaliks ja téhistatakse dy.
Seega definitsiooni kohaselt

dy = f'(z)Ax.

Kui funktsioon ja argument langevad iihte, st y = z, siis y = 1 ja dy =
dr = 1- Az. Jérelikult sdoltumatu muutuja x korral dz = Az, st sotlumatu
muutuja jaoks langevad diferentsiaali ja muudu moisted kokku. Jarelikult
saame funktsiooni diferentsiaali avaldiseks

dy = f'(z)dx (2.8)
Niide 1. Leiame funktsiooni y = arctan /x diferentsiaali avaldise.
Liitfunktsiooni tuletise leidmise reegli kohaselt

1 1

1+ 22z

/

y:

ja (2.8) jargi
du — 1 1 dr — dx
Yo lvz2yz T 20+ a)vE

Niide 2. Arvutame funktsiooni y = 22 muudu ja diferentsiaali viirtused,

kui argument x muutub véartusest 1 védrtuseni 1, 05.

16



Leiame funktsiooni muudu
Ay =1,05% — 12 = 0,1025.

Argumendi muut ehk diferentsiaal on dxr = Ax = 0,05 funktsiooni tuletis
y' = 2x ja diferentsiaali vaartus seega dy =2-1-0,05=0,1
Uurime, mida tdhendab funktsiooni diferentsiaal geomeetriliselt. Funktsiooni

Joonis 2.2: funktsiooni diferentsiaal

tuletis tdhendab funktsiooni graafikule punktis P (abstsissiga x) tomma-
tud puutuja tousu ehk tousunurga tangensit. Korrutis f’(x)dx tédhendab
taisnurkse kolmnurga PRT kaatetit RT ehk funktsiooni diferentsiaaliks on
16igu RT' pikkus.

Jérelikult nditab diferentsiaali arvuline véartus, kui palju muutub y ar-
gumendi z muutudes Az vorra, kui lilkumine moédda joont on asendatud
litkumisega méoda joone puutujat.

Mehaaniliselt on kiirus muutuv suurus. Kui fikseerida kiirus iithes punktis
ja jatkata liitkumist selle kiirusega, siis diferentsiaal néitab, kui pika vahemaa
lébib liitkuv objekt selle konstantse kiirusega ajavahemiku Az jooksul.

Kui Az on piisavalt viike, siis arvestades sellega, et Ay erineb diferent-
siaalist dy suuruse vorra, mis on Az suhtes korgemat jarku lopmatult kaha-
nev suurus, voime kirjutada Ay ~ dy. Funktsiooni muudu ja diferentsiaali
definitsiooni kohaselt

[+ Ax) = f(z) = f'(z)Ax,
millest saame ligikaudse valemi
flx+ Az) ~ f(zx) + f'(x)Ax. (2.9)

17



Valem (2.9) on rakendatav ainult suhteliselt véikeste argumendi muutude Az
korral.
Naiide 3. Arvutame valemi (2.9) abil In0, 9 ligikaudse védrtuse.

Siin valime x = 1, Az = —0,1 ja funktsiooni f(z) = Inz. Funktsiooni
1
tuletis f/'(x) = —, funktsiooni véértus f(1) = Inl = 0 ja tuletise véértus
f)=1

Seega valemi (2.9) jirgi saame vadrtuse
In0,9~0+1-(—0,1) = —0, 1,

mis erineb tegelikust vadrtusest vihem kui 0, 0054 vorra.

2.11 Korgemat jiarku tuletised

Funktsiooni y = f(x) tuletis f’(z) on mingisugune muutuja x funktsioon ja
seda on omakorda voimalik diferentseerida.

Definitsioon 1. Funktsiooni y = f(z) teist jarku tuletiseks f”(z) nime-
tatakse funktsiooni tuletise tuletist:

(@) =)

Teist jarku tuletist téhistatkse veel y”. Leibnizi tdhistuses

Py _d (dy
dz?2  dx \ dx

. df
voi —=
dz? ,
Naiide 1. Leiame funktsiooni y = e™*" teist jarku tuletise.

Kaigepealt leiame 3 = e~ (—2z) = —2ze™ " ja seejiirel
" —x? —x? —xz? 2
y'=—2e" —2xe " - (—2x) =27 (22° —1).

Definitsioon 2. Funktsiooni ¥ = f(z) n-ndat jirku tuletiseks f(x)
nimetatakse selle funktsiooni n — 1 jarku tuletise tuletist:

1) = [f @)

i dn—ly
de \dzn=1 )"

Naide 2. Leiame funktsiooni y = sinx n-ndat jarku tuletise.

Leibnizi tahistuses
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Kasutame selleks matemaatilise induktsiooni meetodit. Induktsiooni ole-
tuse tegemiseks esitame moned tuletise jirgud taandamisvalemite abil

Yy = cosx =sin (a;—i—g),

y" = —sinz =sin(z +7) = sin <x+2~g>,
y" = —cosxzsin(z—i—&%),
y@ = sinz = sin(z + 27) = sin (x +4- g) :

Nende pohjal teeme oletuse y™ = sin (a: +n- g) . Oletuse 6igsust kontrol-
lime n + 1 jarku tuletise

y(”+1):cos<x+n-g> :sin<a:—|—n§+g> :sin<x+(n+1)g>

leidmisega.

2.12 Joone puutuja ja normaali vorrandid

Selles alampunktis maeldakse joone all funktsiooni y = f(x) graafikut. Eesmérgiks
on tuletada joone puutuja ja normaali vorrandid antud punktis.

Léhtume tuntud faktist, et kui sirge 1abib punkti Py(xo;y0) ja sirge tous
on k, siis sirge vorrand on

y—yozk(ﬂf—ﬂ?o)-

Funktsiooni y = f(z) graafiku punkti, mille abstsiss on xy, ordinaadiks
on f(zp). Puutuja tous selles punktis on f'(xg). Seega on puutuja vorrandiks

y — f(xo) = f'(wo)(z — 20). (2.10)

Definitsioon. Joone normaalsirgeks ehk normaaliks antud punktis ni-
metatakse joone selles punktis tommatud puutuja ristsirget.
Kui kaks sirget on risti, siis teise sirge tous ko avaldub esimese sirge tousu

kq kaudu ky = ——. Jarelikult on normaali téusuks —

1{71 f/(‘TO)

1
y‘f@o):—m

Niide. Koostame joone y = cosx puutuja ja normaali vorrandid punkis
Vs

ja normaalsirge

vorrandiks

(x — x9). (2.11)

abstsissiga xo = r
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Ay

f(z0)

v

X
Joonis 2.3: joone puutuja ja normaal
3
Antud juhul f(z¢) = cos% = g Tuletise f'(z) = —sinz abil leiame
puutuja tousu f’ <z> = —— ja normaali tousu —L =2
6 2 f'(%)

Puutuja vorrandiks (2.10) saame

ehk

+6v/3

Puutuja vorrandis on algordinaadi ligikaudseks véaartuseks WT ~ 1,128.

Normmali vorrandiks (2.11) saame

\/§<7r>

I A By (e
L 7%
ehk
3vV3 -2
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3V3—2r N

Normaali vorrandis on algordinaadi ligikaudseks véaértuseks 5

—0,181.

v

Joonis 2.4: funktsiooni y = cosx puutuja ja normaal punktis abstsissiga s
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